PROBLEME A DEUX CORPS

Le probleme & deux corps désigne la situation ou un systeme méca-
nique peut se ramener a deux corps ponctuels en interaction et isolé de
I'extérieur. C’est par exemple la situation rencontrée dans les systémes
planéte-étoile. On montrera que 1’'étude de ce probleme se réduit a
celle d'un corps soumis a une force centrale.

Ce chapitre est accessible en ligne a 1’adresse :

https:
//femto-physique.fr/mecanique/probleme-a-deux-corps.php

9.1 Réduction du probléme a deux corps

Mobile réduit et masse réduite

Considérons un systeme mécanique 8§ formé de deux points matériels
M; et My de masse respective my et mp. On étudie la dynamique de

—
ce systéme dans un référentiel R galiléen et I'on note 77 = OM; et

—
N .
rn = OM; les vecteurs positions. Nous allons montrer que lorsque
le systéme est isolé, le probleme se découple en deux mouvements
indépendants.

Supposons donc que les deux corps soient en interaction mutuelle mais
. ~ s . . . % P
isolés de 1’extérieur. On conserve la notation habituelle : fi, désigne la

force qu’exerce le point M; sur M et E celle produite par M, sur M.
Le principe des actions réciproques postule que ces deux forces sont
opposées et coaxiales. Par ailleurs, en vertu du théoréme du centre
d’inertie, on a

—
dvg — 7ext - —d

dr

Ainsi, le centre d’inertie G décrit une trajectoire rectiligne uniforme. Le
référentiel barycentrique &* est donc en translation rectiligne uniforme
par rapport a R ce qui lui conféere un caractere galiléen. Analysons
donc le mouvement dans le référentiel barycentrique R* :

(m1 +my)

d2€1?41 3 7 3 f—>
my a2 = fa=-/fi2

d2GM, -
myp Siz

dr?
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9 PROBLEME A DEUX CORPS

Sil'on divise chaque équation par la masse et que 1’'on soustraie 1'une
a l’autre, on obtient

d*M;M
mimy 11v12 -

= Q 9.1
my + myp dr? f12 ( )

ce qui s'interpréte comme 'équation du mouvement d'un corps fictif
—
M, appelé mobile réduit, de masse u, de vecteur positi0n7 =GM et

il
soumis a une force f tels que
mymy
my +mp
—
MiM;

ﬁ
Sz

&7

ﬂ? = f avec 0 9.2)

~l~ =

La masse u, appelée masse réduite, est toujours plus petite que la plus
petite des masses m; et my. En résumé, le probleme a deux corps se
découple en deux mouvements indépendants.

1. Le mouvement du centre d’inertie qui est un simple mouvement
rectiligne uniforme.
2. Le mouvement relatif qui correspond au mouvement du mobile

_)
réduit M de masse y soumis a une force centrale f. En consé-
quence, le mouvement relatif est plan et on a conservation du
moment cinétique de M (26 = C').

Retour sur la chute libre — Selon le principe d’équivalence, la chute libre est,
dans un référentiel galiléen, indépendante de la masse du corps en chute
libre. Cependant, un observateur lié a un astre faisant I’expérience de la
chute libre et disposant d"une précision infinie, constatera que la chute libre
dépend de la masse du corps. En effet, la chute d"un corps de masse m sur un
astre de masse mp peut se voir comme un probléme a deux corps et, comme
on vient de le voir, 1’astre est accéléré par le corps en chute libre, le rendant
ainsi non galiléen. On sait que le mouvement relatif est décrit par le mobile
réduit de masse

_ommp
T m+m A
dont I’équation du mouvement est
d?7 d?7 m
#— = m? —3 —_—= o (1 —)
dr? dr? ma

L’accélération du corps en chute libre dépend donc du rapport m/mp . Bien
entendu, c’est la précision limitée qui rend cet effet non mesurable. La
meilleure précision obtenue dans les tours a vide étant de I'ordre de 10712 il
faudrait faire 'expérience avec une masse m > 10712m, pour rendre cet effet
mesurable, soit, pour une expérience terrestre, m > 10 milliards de tonnes!

Résoudre I'équation différentielle (9.1) permet d’obtenir le mouvement
de M relativement a M;. Quant au mouvement d’ensemble (celui du
centre d’inertie), il suffit de connaitre la vitesse du centre d’inertie &
un instant quelconque pour connaitre le mouvement d’ensemble. Une
fois le mouvement relatif connu, il est aisé d’accéder aux mouvements



9.1 Réduction du probléme a deux corps

de M; et My dans le référentiel barycentrique. En effet, on a

7 p m —
miGM1 + myGM, = _O> GM, = —1GM
N mi +mp
7 — = ey 4 m ==
GM; - GM; =MM; = GM GM; =-——GM
mi + myp

On remarque ainsi que le mouvement de M, (resp. M;) se déduit de
celui du mobile réduit par une homothétie de centre G et de rapport
m1/(my + my) (vesp. —mz/(my + my)).

Point de vue énergétique

On peut retrouver les résultats précédents a 'aide d’une approche
énergétique. En vertu du théoreme de Koenig, 1’énergie cinétique du
systeme s’écrit
1 .
8e(S) = 5 (my + myve” + 6"

o1 €." désigne 1’énergie cinétique barycentrique. Ici, cette quantité
vaut
* 1 21 —  —\?
é. = =—m (v1 - VG) + —my (vz - VG)
2 2
Or, selon la définition du centre d’inertie G, on a (m1 + mp)vé = miv; +
myvs de sorte que

- —
- — _— Mmvit+tmpv my - — L R—
Vi—VG=V1— = Vi—-v| =—w\
mi +mp mq + nmy mi + myp

. —_— N e a—— . . . 2 .
puisque v —vi vaut dM;M,/ds, soit la vitesse du mobile réduit M. En
procédant de la méme facon, on trouve

- - m.- —
V2—-VGg = —"V
my + my

L'énergie cinétique d"un systéme a deux corps s’écrit donc

1 m | m 2
“m L —my _m 2
2 mi1 + my 2 my + my

1
€(S) = E(ml +m)vG> + ™

Finalement, on trouve

1 1
€(S) = E(ml +my)vG? + E,UVMZ © 9.3)

Le travail des forces qui agissent sur le systéme se résume au travail
des forces internes puisque le systéme est isolé. On a donc

int f, — f, —
wW=w"= ‘ fl2~dOM2+ i f21~dOM1

otiet f désignent les états initial et final. Sachant que les forces internes
sont opposées, on trouve

f f
W:/ E-dMlMQ:/?.d?
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9 PROBLEME A DEUX CORPS

Le travail des forces qui agissent sur un systeme a deux corps cor-
respond au travail dépensé par la force qui agit sur le mobile réduit
M.

Appliquons maintenant le théoreme de 1'énergie cinétique :
1 1 f
A (E(m1 +m)vG + E,uvMZ) = / 7) d7
i

et n’oublions pas que le centre d’inertie se déplace a une vitesse V¢
constante de sorte que le théoreme précédent prend la forme

1 f, —
A(E#VMZ) =[ f-dr o 9.4)

Il s’agit de 1’équation du mouvement du mobile réduit écrit sous
forme énergétique. On retrouve donc le fait que le mouvement relatif

(7 = M1M,) se réduit a celui du mobile réduit.

. — s . 4 . .
Remarque : Si la force centrale f dérive d’une énergie potentielle €p,
le théoréme de I'énergie cinétique aboutit a la conservation de 1’énergie
mécanique suivante :

1
z,uvM2 +€p = Cte

9.2 Exemples d’application

Retour sur le probleme de Képler

Dans le chapitre sur les forces centrales, nous avons introduit le pro-
bleme de Kepler en considérant le mouvement d’un astre (appelons
le M) autour d’un astre fixe (M;). En réalité, les deux astres sont en
mouvement autour de leur centre d’inertie et 1'on ne peut négliger le
mouvement de My que sim; > my. Or, ce qui se justifie pour le systéme
Terre-Soleil (my /my ~ 3.10°) ou le systéeme Terre-Satellite (m; /my ~ 10%!)
ne se justifie pas nécessairement pour un systeme d’étoiles doubles
oll les masses sont comparables. Le probleme de Kepler est en fait
un probléme a deux corps. Voyons donc quelles modifications il faut
apporter aux résultats du Chapitre 7.

En premier lieu, le mobile réduit est régi par I’équation

mimy d%7 3 Cmimy 7 . dz7 _ S(m +m) 7 ©95)
my +my dr? r3 dr? r3 '

On obtient la méme équation que celle traitée dans le Chapitre 7 &
une nuance pres : la masse m; est remplacée par mj + my. En d’autres
termes, pour le mouvement relatif de M, par rapport a M il suffit de
reprendre les résultats du Chapitre 7 et de procéder a la substitution
suivante :

mp —> mq +mp



Nous savons donc que la solution est une conique de foyer G et d’équa-
tion

CZ

avec T €(my +mp) v (9.6)
e > 0

r= L —
1+ ecos(d — 6p)

=
|

ol I'excentricité e et la constante des aires C sont déterminées par les
conditions initiales. Les mouvements de M; et M, se déduisent par
I'homothétie décrite au Section 9.1. Par exemple, si dans R * le mobile
réduit décrit une ellipse d’excentricité e et de grand-axe a, alors M;
et M, décrivent des ellipses homothétiques de méme excentricité (cf.
Figure 9.2).

a = a
my +myp
mq
a = a
! 2 my +myp

Quant a la troisieme loi de Kepler a®/T? = €my /4n?, elle devient

a’ _ G(my +my)

Ainsi, le rapport du cube du demi-grand axe et du carré de la période
de révolution nous renseigne sur la masse totale du systeme.

Terminons par les relations énergétiques. Dans le référentiel barycen-
trique, la conservation de I'énergie mécanique s’écrit

1 %mlmz %
v - ——— =%y

2 r

Or, le mouvement relatif étant plan, on décrit M dans le systeme de
coordonnées polaires (r,§) et 'on a vy = 7, + rf ug ainsi que r26 = C
par conservation du moment cinétique. On obtient alors

1
U S = T = By

Considérons le cas ot les deux corps sont liés par gravitation de sorte
que leur trajectoire est elliptique. Dans ce cas, le mobile réduit décrit
également une ellipse de demi-grand axe a. Lorsque ce mobile atteint
son apocentre ou son péricentre on a # = 0 et la conservation de
I'énergie s’écrit

s Gmimy ucC 2

e =0
re+ B r T

9.2 Exemples d’application

FIGURE 9.2 — Trajectoires de deux corps
en interaction newtonienne dans le réfé-
rentiel barycentrique. Ici m; = 2my. La
trajectoire du mobile réduit est tracée en
pointillée.
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110 9 PROBLEME A DEUX CORPS

62: c’est-a-dire des planétes gravitant au-
tour d’une autre étoile que le Soleil. On
emploi également le terme exoplanétes.

63: Par exemple, Jupiter brille 1 milliard
de fois moins que le Soleil dans le visible
et 100 000 fois moins dans l'infrarouge.

équation du second degré qui admet deux solutions r, et r— dont

la somme r, + r- vaut —€mymy/6€y"*. Sachant que r, +r- = 2a, on
obtient <
mim
B’ = — 112
2a

Autrement dit, on retrouve le méme formule que celle du Chapitre 7 a
ceci pres qu’il ne s’agit pas de 1'énergie mécanique du corps M; mais
de I'énergie mécanique barycentrique du systéme des deux corps. On
peut montrer qu’on retrouve les mémes formules également dans le
cas d'une trajectoire parabolique et hyperbolique. On retiendra donc
le résultat suivant

—% dans le cas d"une ellipse,
+_) €
Bn’ = 1+ 222 dans le cas d’une hyperbole, ¢ ©-8)
a
0 dans le cas d"une parabole,

Détection des exoplanétes par mesure de vitesse radiale

En I'espace de 20 ans, plus de 3 000 planétes extrasolaires®? ont été
découvertes. Toutes 1’ont été de fagon indirecte. Il faut savoir que I'ob-
servation directe d’une planeéte extra-solaire présente deux difficultés
majeures.

1. D’une part, la lumiére émise par la planete est compléetement
masquée par la luminosité de son étoile®® .

2. D’autre part, le pouvoir de résolution des télescopes ne permet
pas de résoudre le diametre angulaire du couple planete-étoile.

Il y a essentiellement deux techniques utilisées : 1'une utilisant la
mesure photométrique, ’autre la mesure de la vitesse radiale stellaire.
A I'heure actuelle (sept. 2015), 30% des exoplanétes ont été découvertes
par cette derniere méthode. Décrivons en le principe.

64: cf https://femto-physique.fr/optique/ En observant le spectre d’une étoile avec un spectrometre de tres

doppler.php

65: On mesure des variations de 1’ordre
de 10m.s™! ce qui, comparé aux vitesses
cosmiques, est extrémement faible. On
voit donc que cette méthode exige un
trés bon rapport signal/bruit.

FIGURE 9.3 — Le mouvement orbital
d’une planete induit une variation pé-
riodique de la vitesse de I'étoile selon la
ligne de visée.

grande précision, on est capable d’observer par effet Doppler®, les
oscillations® de sa vitesse projetée sur la ligne de visée, dite vitesse
radiale. En effet, I'étoile et sa planéte tournent autour du centre d’inertie
du systéme planete-étoile de sorte que la vitesse radiale oscille avec
avec une période T correspondant a la période orbitale de la planéte.

. b
e
i e ¢
/

Prenons I'exemple de la premiére exoplanéte découverte en 1995 et
située a 51 al dans la constellation de Pégase. Admettons —ce qui est



le cas— que son orbite est quasi circulaire. De la courbe de vitesse (cf.
Figure 9.4), il est alors possible de déduire différents parametres.

— Les oscillations de la vitesse permettent de penser qu’il existe
une planete de masse m qui tourne autour de I'étoile a la distance
a. La période d’oscillation correspond a la période orbitale de la
planete. On trouve ici T = 4,233 jours.

— Le demi-grand axe de l'orbite planétaire a est obtenu via la
troisieéme loi de Kepler

a’ _ G(me+m)  Gmy

T2~ 4x2 472

car m < my

Connaissant la masse de I'étoile a partir de sa luminosité (modele
stellaire), il est alors aisé de déduire le demi-grand axe a de
'orbite planétaire. Ici I’étoile 51Pegasi présente une masse n, =
1,06 My d’ot1 a = 0,052 ua soit 7,8 millions de km.

— La masse de la planete est déduite de I'amplitude de variation
de la vitesse. En effet, 1’étoile décrit une orbite circulaire autour

de G, de rayon
m m

Ay = a
my +m My

Ainsi, la vitesse projetée dans la ligne de visée, oscille entre vmax

et —vmax avec

2na m 2ra
Vmax = T* = m_*T (9.9)

ce qui permet de déduire la masse de la planete. Ici, 'amplitude
de vitesse vaut vmax = 56,83 m.s~! d’ot

224210 = m=8410"kg

My

soit environ la moitié de la masse de Jupiter.

Plusieurs ingrédients viennent cependant compliquer I’analyse de la
courbe de vitesse. Tout d’abord, la trajectoire n’est pas nécessairement
circulaire; plus souvent elle présente une excentricité qu’il s’agit de
déterminer. Dans ce cas, la courbe n’est plus sinusoidale. On peut
montrer que la vitesse radiale évolue au cours du temps suivant la
loi
. 2n
vr(t) = Alcos(0 +0g) + ecosfy] avec 6—2esinf = ?(t —1p)

expression dans laquelle 6y représente la longitude du péricentre et #,,,
le temps de passage au péricentre. L'ajustement des données a cette loi
permet d’extraire 5 parametres : 'amplitude de vitesse A, la période 7T,
l'instant 7, I'excentricité e et 'argument 6. A partir de 'amplitude il
est alors possible de déduire la masse de la planéete. On peut montrer
que pour de petites excentricité (¢ négligeable devant 1) la relation
(9.9) reste valide.

Une autre complication vient du fait que la ligne de visée n’est pas
forcément contenue dans le plan de l’orbite. A priori, on ignore 1'in-
clinaison i que forme le plan de l'orbite avec la voute céleste (plan
perpendiculaire a la ligne de visée). Il faut alors remplacer dans les

9.2 Exemples d’application 111
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FIGURE 9.4 - Evolution de la vitesse ra-
diale de I'étoile 51Pegasi mettant en évi-
dence la premiére exoplanéte découverte
en 1995 par 'équipe de Michel Mayor et
Didier Queloz (Prix Nobel 2019).
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e=0,2et6y=0 e=0,2et 6y =45° e=0,2etfy=90°

t
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FIGURE 9.5 - Différents types de courbe de vitesse en fonction de I'excentricité et la direction d’observation.

—-Eg |- ‘ |

0

écart a I’équilibre x

FIGURE 9.6 — Potentiels de Morse.

calculs my par mysini de sorte que 1’on ne peut déterminer que le
produit m; sini. Ceci dit, cela permet d’avoir une borne inférieure de
la masse de la planéte puisque my > my sini.

Enfin, il se peut également que plusieurs planétes gravitent autour de
I'étoile. Dans ce cas, la mise en évidence n’est pas toujours aisée et fait
appel a des techniques plus ou moins sophistiquées.

Vibrations moléculaires diatomiques

Considérons une molécule diatomique A-B isolée, oi1 A et B repré-
sentent deux atomes considérés ponctuels de masse ma et mp. Notons
7 le vecteur AB. Bien que la description des édifices moléculaires
relevent de la mécanique quantique, adoptons le point de vue du
chapitre 5 en traitant l'interaction inter-atomique de fagon phénomé-
nologique via le potentiel de Morse

cép = Ey (e—Zax _ 2e—ux)

ou Ey désigne I’énergie de dissociation de la molécule et x = r —req
I'écart a I’équilibre. Le profil de ce potentiel présente un minimum en
x = 0 comme illustré sur la figure ci-contre.

On sait que le mouvement relatif de B par rapport a A se réduit au

mouvement du mobile réduit M de masse u = mamg/(ma + mp) soumis
H

a la force central f = -9%€,/0x e

—
dVM i

a

On distingue deux cas de figures.

La molécule ne tourne pas

Dans ce cas, la molécule ne présente pas de moment cinétique bary-
centrique et I’on peut projeter I’équation du mouvement suivant ’axe
fixe de la molécule. On obtient

. . 3%13
W= =



Par ailleurs, si I'on s’intéresse aux petits mouvements autour de la
position d’équilibre, on peut faire I’approximation

1
€ ~ —Ep+ EK)CZ avec Kk = 2E00¢2

ce qui donne une équation du mouvement correspondant a un oscilla-
teur de masse u et de constante de raideur « :

ui+xx =0

On peut donc assimiler la liaison moléculaire a un oscillateur de fré-
quence propre
1k

Vo = E ;
Cette fréquence se situe dans le domaine infrarouge (vp ~ 108 -
10' Hz) et son étude reléve de la spectroscopie infrarouge. On note
I'existence d’effet isotopiques. En effet, lorsque que 1’on substitue un
atome par un autre isotope, la constante de force «x, dépendant des
propriétés électroniques, ne change pas, alors que la masse réduite
varie.

La molécule est en rotation

Dans ce cas, la molécule présente un moment cinétique barycentrique
non nul et constant. On sait alors que le mobile réduit associé au
mouvement relatif décrit un mouvement plan caractérisée par une
constante des aires C = r20 et un moment cinétique L* = uC. La force
centrale étant conservative, on a conservation de I'énergie mécanique
dans le référentiel barycentrique :

1 .

5 v + €p = E€m

En coordonnées polaires, la vitesse du mobile réduit vaut M = P, +
L*/(ur)ug ce qui donne

%2

1 , L
—UXT+ —— + 8 =8m"
Z,UX 2(xt Veq)z p(X) m

Ainsi, on peut ramener le probleme a 1’'étude d’un point matériel
a un degré de liberté (x) plongé dans un champ de force d’énergie
potentielle effective

*2

Ep, eff = +€p(x)

21 (X + req)?
Enfin, si I’on se restreint aux petits mouvements autour de la posi-
tion d’équilibre, on peut d"une part approcher é,(x) par un potentiel
harmonique, d"autre part assimiler x + req a req :

L*Z

By off = —— + kx> — Eg
p,e
ureg® 2

9.2 Exemples d’application
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114 9 PROBLEME A DEUX CORPS

On distingue trois termes :
— l'énergie de liaison —Ey;
— le terme élastique harmonique 1 «x? associé aux vibrations molé-
culaires;
— le terme d’énergie centrifuge L*2/2u reqz) associé a la rotation

rigide®® de la molécule.
66: On parle de I'approximation du ro-

tateur rigide. Remarque : Dans le cadre de la mécanique quantique, on peut montrer
que le terme élastique donnera lieu a une quantification (€, = (n+
1/2)hv) ainsi que le moment cinétique L*? = £(€ + 1)R? de sorte que la
molécule présente des niveaux d’énergie quantifiés :

72
2preq

G0 = (n+1/2)hvg + (€ +1) —Ey avec (n,l)e N>

2

C’est ce modeéle qui permet d’interpréter les spectres issus de la spectro-

scopie infrarouge.
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