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modele, en particulier celle des électrons indépendants. Le jury se permet par ailleurs de rappeler aux candidats que
les solides ne sont pas tous métalliques. Voir également le commentaire sur la lecon 29 [Ondes électromagnétiques dans

les milieux conducteurs.].

2009, 2010 Dans cette legon, il est important de bien distinguer les grandeurs microscopiques et les grandeurs
moyennes.

2008 La conduction électrique dans les semi-conducteurs est en général présentée de maniére trés approximative.

2001 SiT'on utilise le modéle de Drude, on s’efforcera d’en préciser les limites. Une approche probabiliste peut &tre
envisagée. La théorie quantique de la conduction peut é&tre évoquée.

1997 Il est inadmissible de laisser croire & des éléves que le modele de Drude, si respectable et si utile soit-il,
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1996 Trop peu de candidats réalisent que la relation j = ptU est une définition de la vitesse d’ensemble 7 plutét
que de ;. Par ailleurs, trop de candidats se figurent que le modele de Drude est une description suffisante de la réalité

microscopique.
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Introduction

Nous savons que certains matériaux conduisent le courant électrique alors que d’autre non. Jusqu’a présent, la
capacité d’un matériau & conduire le courant était modélisée par des lois phénoménologiques comme la loi d’Ohm,
U = RI. Au cours de cette lecon, nous allons comprendre microscopiquement 'origine de cette loi, et plus généralement
les mécanismes qui régissent la conduction électrique dans les solides, que nous limiterons ici aux solides cristallins. A
travers une étude historique, nous établirons différents modéles qui permettront d’affiner notre compréhension de ces

mécanismes.

1 Modeéle de Drude

Etabli seulement 3 ans aprés la découverte de I’dlectron par J. J. Thomson, le modéle de Drude propose une
premiére explication des mécanismes de conduction dans les solides, aussi bien électrique que thermique.

1.1 Hypotheses du modele

& Ashcroft
Afin d’établir son modéle, Drude diit réaliser un certain nombre d’hypothéses.

La conduction dans les métaux est alors déja connue pour étre portée par le mouvement des électrons. Afin de
modéliser ce mouvement, on considére que ces derniers se comportent comme un gaz (on parle de gaz d’électrons),
il est alors possible d’appliquer la théorie cinétique des gaz en utilisant une distribution de vitesse de type

Maxwell-Boltzmann.

Le métal étant globalement neutre, il ne peut 8tre simplement constitué d’électrons. On considére ce dernier
constitué alors d’ions positifs, lourds comparés aux électrons et donc supposés immobiles dans le métal, et

d’électrons, légers et mobiles.
Lorsque des atomes se rassemblement pour former un métal, ces derniers sont constitués de leur noyaux et
de leurs électrons. Ces électrons sont séparés en 2 catégories que sont les les électrons de ceeurs, proches du

noyaux, et les les électrons de valence, a la périphérie du nuage électronique. On considere ici que les électrons
participant aux mécanismes de conduction sont uniquement les électrons de valence, qui se sont séparés de leur

noyau d’origine et peuvent se déplacer librement dans le métal.
Drude a également émis certaines hypothéses concernant les interactions que subissent les électrons constituant

le métal. En effet, selon I'image de Drude, la diffusion des électrons par les ions ne se fait que par collision avec ces
derniers, et ce n’est que durant ces collisions que les électrons peuvent changer de trajectoire. Entre les collisions, les

électrons voyagent en ligne droite, jusqu’a la prochaine collision avec un autre ion.

FIGURE 1 - Trajectoire d’un électron de conduction dans le modéle de Drude

Plusieurs interactions sont alors négligées. Tout d’abord, on néglige toutes les interactions électron-électron. On
fait ce qu'on appelle I'approzimation des électrons indépendants. De méme, 'interaction des ions sur les électrons se
résume 3 dire que les électrons sont confinés dans le métal. Toute autre interaction électron-ion entre chaque collision
est négligée, on fait 'approzimation des électrons libres. La trajectoire d’un électron peut toutefois étre modifiée par
Paction d’un champ extérieur. L’électron répond alors, entre 2 collisions, au principe fondamental de la dynamique.

Nous appellerons 7 le temps moyen que passe un électron entre 2 collisions. Il en résulte que la probabilité de
collision par unité de temps est 1/7. Ce temps 7 peut également étre vu comme un temps de libre parcours moyen.

La thermalisation du métal ne se fait que via les collisions des électrons avec les ions. En effet, aprés chaque collision,
’électron émerge avec une vitesse indépendante de la vitesse qu'il avait avant la collision, de direction aléatoire, et dont
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Pamplitude dépend de la température dominante au lieu de collision. Ainsi, plus la température du lieu de collision
est grande, plus I’électron sera ré-émis avec une vitesse grande.

1.2 Meécanisme de conduction électrique et loi d’Ohm

# Bup 550
En électrocinétique, la loi d’Ohm est connue sous la forme suivante : U = RI avec U la tension appliquée au

dipo6le considéré, I I'intensité qui le parcourt et R sa résistance. R est une grandeur dépendant directement de la forme
géométrique du matériau traversé par le courant I. On peut outrepasser cette dépendance en considérant la loi d’Ohm
locale, équivalente, et qui relie le champ électrique E et la densité de courant j de la maniére suivante :

-

E =l
Avec [p] le tenseur résistivité. Nous allons voir que le modéle de Drude permet, avec les hypothéses précédemment

faites, de justifier la forme de cette loi et d’en déduire une expression de la résistivité.
En P’absence de champ E et de champ magnétique B, la vitesse d’ensemble des électrons dans le métal est nulle :

Z o, =0

electrons
Toutefois, si on soumet un électron & un champ E, il subit alors une force f = eE. On suppose également que,
apres chaque collision, ils repartent avec une vitesse aléatoire 7. 1l est possible alors, pour un électron, d’appliquer le
PFED en prenant pour origine de temps la derniére collision subie. On obtient alors :

—

. ek
v=v9— —t

m

Considérons alors un volume du métal, petit devant la taille du systéme considéré, mais assez grand pour avoir
un nombre suffisant d’électrons de telle sorte & pouvoir réaliser des moyennes. On peut alors moyenner la relation

précédente ce qui donne :

T

3| &

<U>=<up>—
N e’
0

Soit n la densité d’électrons. Dans le méme petit volume, ces derniers se déplacent avec une vitesse globale < 7 >.
Ainsi, pendant un temps dt, ils parcourent une distance < v > dt dans la direction de < ¥ >. Considérons une surface
S orthogonale & la direction du flux d’électrons. Sachant que les électrons sont chargés de charge —e, il passe par S,
pendant un temps dt, une charge totale égale & —ne < v > Sdt. On en déduit alors :

j=-ne<v>

Les 2 résultats précédents permettent de relier directement le champ E et la densité de courant fde la maniére

G (ne2r> 7
m

On obtient alors une grandeur o, appelée conductivité, telle que :

suivante :

- = ne
j=0kF o=
m

La résistivité p est simplement 'inverse de o. Dans le modeéle de Drude, la conductivité ¢ ne dépend alors du
matériaux que par les valeurs de n et de 7. La mesure du temps 7 se fait par celle de la conductivité du matériau.

- Mesure de la conductivité du cuivre
o) , ' ‘ i L k O 2 mm

On prend un ﬁl de cuivre de longueur et dlametre connu, et on mesure sa re51stance On en déduit la conductwlte
g= RS (ou la résistivité p = 1/0). o g
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Elément | n (102 m=2) | p (77 K) p (273 K) T (77 K) T (273 K)
Li 4.70 1.04 pQlcm | 8.55 pQcem | 7.3 x107%s | 0.88 x10™ s
Ag 5.86 0.3 uQcm | 1.51 pQem | 20 x107 s | 4.0 x107 s
Zn 13.2 1.1 pQcm | 5.5 pQem | 2.4 x10~'%s | 0.49 x10714s
Fe 17.0 0.66 p2cm | 8.9 pQem | 3.2 x107Ms | 0.24 x10™ s
Cu 8.47 0.2 uQcm | 1.56 pQem | 21 x10~ s | 2.7 x10~ s

TABLE 1 — Densité d’électrons, résistivité et temps de relaxation 7 mesurés pour différents métaux.

On constate que 7 est de P'ordre de 10~ "s. Pour estimer si ce nombre est raisonnable, il est possible d’estimer
Pordre de grandeur du libre parcours moyen :

| =vor ~ (1 - 10)A
Ce qui est cohérent avec 'ordre de grandeur de la distance inter-ions, donc cohérent avec le modeéle qu’avait proposé
Drude. Pour obtenir 'ordre de grandeur de vy dans I’expression précédente, considérant les électrons comme dans un
état gazeux, il était naturel d’utiliser le théoréme de I’équipartition de I'énergie :

1 2

3
5y = —z—kBT = vp ~ 107cms™!

A priori, en ne considérant que ce qui a été dit jusqu’d présent, les hypothéses du modele de Drude semblent
correctes. Il a permis de retrouver la loi d’Ohm locale et les ordres de grandeur obtenus pour le libre parcours
moyen semblent cohérent avec le modele de collision sur les jons. Un des plus grand succes du modele de Drude est
également qu’il a pu expliquer la loi empirique de WIEDEMANN-FRANZ, stipulant que le rapport de la conductivité
thermique sur la conductivité électrique était proportionnelle & la température avec une constante de proportionnalité

approximativement la méme pour tout les métaux.

Cependant des mesures plus précises ainsi que I'avénement de la mécanique quantique ont mis en évidence la
présence de nombreux défauts de ce modéle.

1.3 Défauts du modele

#s Ashcroft et Bup 7
Drude avait fait Phypothése que la vitesse des électrons suivait une distribution de Maxwell-Boltzmann. Il utilisa

donc le théoréme de ’équipartition de I’énergie pour obtenir une estimation de la vitesse des électrons apres collisions.
Les résultats obtenus par cette méthode ne sont pas en accord avec I'expérience. En effet, & température ambiante, la
vitesse v obtenue est d’un & deux ordres de grandeur trop faible par rapport aux mesures doit &tre indépendante de
la température. Le libre parcours moyen réel peut alors atteindre des valeurs de 1034, ce qui s’oppose au modele des
simples collisions sur les ions. La valeur cohérente de 7 dans le modéle de Drude est alors une simple coincidence.

L’utilisation de la distribution de Maxwell-Boltzmann implique aussi que la contribution des électrons a la chaleur
spécifique volumique du métal est de la forme suivante :

Cy = EnkB

Les résultats obtenus expérimentalement sont approximativement 100 fois plus faibles que ceux obtenus avec ce
modéle.
la dépendance de la conductivité électrique obtenue via le modéle de Drude n’est également pas bonne :
T = —
Yo
Toujours en utilisant le théoréme de I’équipartition de I'énergie, on a vo VT. Cela implique que :
1 1

T(Xﬁ = O'O(—\/—T-‘

Or Pexpérience indique que : 0 % 3 suffissamment haute température :



2 AMELIORATION DU MODELE LP47 — MECANISMES DE LA CONDUCTION ELECTRIQUE DANS LES SOLIDES

}{: PR T WALV

B 475K Aq
313K G,
e 386 ¢ AR

-

0 6L at (3

FIGURE 2 — Resistivité en fonction de la température.

Ce phénoméne n’est pas expliqué par la théorie de Drude. On notera également que dans le modele de Drude, o
ne dépend ni de la pureté, ni de la perfection cristalline d’un métal, ce qui est le cas en réalité.

On peut également cité ici les résultats ayant traits a Peffet Hall et qui ne sont explicables avec ce modéle.

4
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FIGURE 3 — Vue schématique de ’expérience de Hall

. <~

L’expérience consiste & faire passer un courant électrique de densité j, dans un fil soumis & un champ électrique
E,. On applique également un champ magnétique B dirigé selon les z positifs et qui soumet les électrons parcourant

le fil & une force de Lorentz :
f=—eix B

Cette force dévie les électrons dans le sens des y négatifs provoquant une accumulation d’électrons d’un c6té du fil.
La différence de potentiel qui en résulte provoque 'apparition d’un champ magnétique Ey qui s’oppose & I'accumulation
des électrons. On atteint ainsi un équilibre. On peut alors définir ce qu’on appelle la constante de Hall définie comme :

J=B
Avec des électrons, B, est normalement négatif, et j, et H positifs, ce qui implique que Ry est négatif. Or il a été
observé, pour certains métaux, que Ry est positif, laissant penser que les porteurs ont une charge opposée a celle des

dlectrons. Le modéle de Drude ne peut expliquer ce phénomene.
Pour comprendre ces observations, il est nécessaire de laisser de c¢bté la vision de naive de Drude et de prendre

en considération, & la fois le caractére quantique des électrons, via la théorie de Sommerfeld, mais aussi le role du
caractére cristallin du métal mais aussi des solides en général.

Ry

2 Amélioration du modele

2.1 Théorie de Sommerfeld
2 Ashceroft
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Les différents défauts cités précédemment, notamment la mauvaise dépendance de la capacité calorifique, ont poussé
les physiciens & chercher & améliorer le modéle de Drude. L’avénement de la théorie quantique a permis, dans une
certaine mesure, de lever certains de ces défauts. La théorie de Sommerfeld notamment prend en compte le caractére
fermionique des électrons, qui sont alors soumis au principe de Pauli. Ces considérations prises en compte, il est évident
que les électrons ne peuvent suivre la distribution de vitesse de Maxwell-Boltzmann, c’est pourquoi elle a été remplacée

par la distribution de Fermi-Dirac :
m3 1

V) = X
f( ) AR3 3 exp (1{2711;)}23;163710) +1

Ce changement de distribution est au cceur de la théorie de Sommerfeld, et nous allons voir qu’elle permet de lever
certains paradoxes du modeéle de Drude classique.

FIGURE 4 — Distribution de Fermi-Dirac et de Maxwell-Boltzmann & température ambiante et pour des densités

électroniques typiques.

Contrairement au modele classique, le fait que les électrons soient ici confinés & Pintérieur du métal implique
I'apparition de niveaux d’énergies que peuvent prendre les électrons. On peut également associé une longueur d’onde
et donc un vecteur d’onde k aux électrons. Si on considére un métal de taille typique L dans les 3 directions de 'espace,
et qu’on impose des conditions aux limite périodiques, il apparalt que les composantes de k ne peuvent prendre que

certaines valeurs quantifiées.

27
kyyz = T, v
Chaque triplet z,y, z peut &re occupé par un maximum de 2 électrons (un pour chaque spin). L’énergie d'un
électron est donc également dépendante de ce triplet z, ¥y, z étant donnée la relation :
5 _ (AR
2m
Considérons que notre métal contient N électrons de conduction. Dans I'état fondamental (T = 0K) ces derniers
vont occuper les états d’énergie les plus bas, c’est & dire les états de |k| le plus petit. On remplit alors chacun des

niveaux en prenant garde & respecter le principe de Pauli. Une fois tout les électrons placés, la valeur de IE | de I’électron
d’énergie la plus élevée est appelée vecteur d’onde de Fermi et est notée kr, tout les niveaux dont le vecteur d’onde
est plus grand que kp sont inoccupés et tout ceux en dessous de kr sont occupés. La valeur de kp est reliée aux

caractéristiques du métal par la relation :
k‘3
n = —f
32
De la méme maniére, on définit pp = hkr qui est la quantité de mouvement de Fermi, vp = pr /m est la vitesse
de Fermi et'Er = h2k%/2m qui est 1'énergie de Fermi et enfin Ty = Er/kg, qui est la température de Fermi.

Afin de calculer la capacité calorifique dans ce cas, il est nécessaire d’obtenir la densité u d’énergie a température
finie. Elle se calcule de la maniére suivante :

u= [ " dea©)Es(e)

—CO

Ot g(€) est le nombre de niveau par unité de volume et d’énergie et f(€) la probabilité qu’un niveau & un électron
d’énergie £ soit occupé. Si on observe la forme de la distribution f (€) A température T <« Tr, on remarque que la
forme de la distribution ne varie que peu par rapport & celle & T = 0K et ce seulement sur un intervalle kT autour

de gp.
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FIGURE 5 — Distribution de Fermi-Dirac 3 T = 0 K (a) et T ~ 300 K (b)

La valeur de u & température T' est donc égale a la valeur de 'énergie u & T = 0K, que 'on notera ug, plus une
petite perturbation. Le calcul complet montre que :

2 n
=ug + — (kgT)*—
U = Up 5 (ksT) 57

On peut donc aisément remonter & la densité de capacité calorifique ¢, :

Cy = @ —-ﬁ —-—-—kBT nk
v=\ar), T2 \& )"

Cette nouvelle valeur est, & température ambiante, environ 100 fois inférieure & celle obtenue avec la statistique de
Maxwell-Boltzmann, et est donc en accord avec 'expérience.

Une seconde correction qu’apporte le modgle de Sommerfeld porte sur la vitesse des électrons et sur le libre parcours
moyen. En effet, dans le métal, la vitesse moyenne des électrons est de P'ordre de vp ~ 108ms~1. Comme prévu, cette
vitesse est bien supérieure & celle obtenue via ’équipartition de I'énergie. Elle implique alors un libre parcours moyen
[ ~ 1004, ce qui est également en accord avec ce que nous avons annoncé comme faisant partie des défauts du modele
de Drude. Cela met en exergue que les collisions ne se font pas avec les ions du cristal, mais avec un autre type de
particule, une pseudo particule, appelée phonon, qui est liée au caractére cristallin du solide.

1l apparait jusqu’a présent que les modéles précédents n’ont été développé que pour expliquer les phénoménes de
conduction dans les métaux. Or, il existe des solides non métalliques dont la conductivité est trés faible, mais dont
les atomes possédent également des électrons de valence et qui devraient alors, selon le modéle du gaz d’électrons,
tout aussi bien conduire le courant. De méme, I'existence des semi-conducteurs, pourtant essentiels aujourd’hui, ne
peut pas étre expliquée avec ce qui a été présenté jusqu’s maintenant. Pour ce faire, il va falloir prendre en compte la
contribution des atomes constituant le solide cristallin, et non plus seulement les électrons.

2.2 Structure de bande

# Bup
Pour expliquer l'existence des conducteurs, isolants et semi-conducteurs, il apparait nécessaire d’abandonner

'hypothése des électrons libres, et donc de considérer Pinfluence du réseau cristallin sur les électrons.

Pour expliquer ce phénoméne, nous allons nous placer dans le cas simple d’un réseau d’atomes & 1 dimension sur
laquelle arrive une onde électronique de vecteur d’onde k. Cette onde de probabilité est donc du type 1 = exp(ikz).

On considére également que les atomes du réseau sont distants d’une longueur a.

Chaque atome du réseau va partiellement diffuser I'onde considérée, ce qui revient & dire, dans notre exemple a
une dimension, que cette onde sera partiellement réfléchie. Tant que la longueur d’onde A de 'onde incidente est trés
différente de a, la superposition de I'ensemble des ondes réfléchies et transmises n’est pas constructive et le réseau
n’aura que peu d’influence sur la dynamique des électrons. Toutefois, lorsque A se rapproche de a, il apparait un
phénomene d’interférences constructives et le réle du réseau devient alors prépondérant.

Pour k = 27/a, les ondes réfléchies par chaque atomes sont en phase, 'onde progressive ¥ doit alors étre remplacée
par des ondes stationnaires dues & la superposition des ondes :
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LTTX . TL
exp (z—) et exp (—z—)
a a

On peut alors construire 2 ondes stationnaires indépendantes :

b= 5 (0 (427) o (+2)) = o ()
-5 (o0 () o0 (7)) =n ()

X
b oyt
: X
ik
)
e
- X

FIGURE 6 — Densité de probabilité associées & ¥4, ¥ et ¢

L’onde 1. correspond au cas ol la densité de probabilité de présence des électrons est maximale au niveau des
ions positifs. La configuration est donc plus stable que pour 'onde . On a donc E, < E_. L’énergie correspondant
a Ponde progressive 1 se trouve entre les deux : Ey < Eprogr. < E—. Ainsi, pour k trés # w/a, Pénergie d'un électron
est donnée par la relation :

(hk)?
2m

Le réseau n’a aucune influence et approximation des électrons libres est valable. Mais pour k s’approchant de
7/a, la relation E(k) précédente est modifiée et I'énergie possible est E, ou E_. Il apparait alors un gap, de largeur
E, = E_ — E, qui correspond & un domaine d’énergie que les électrons ne peuvent pas avoir.

E(k) =
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FIGURE 7 — Energie E possible pour les électrons en fonction de &

Or, du fait du caractére périodique du cristal, la forme de E(k) est également périodique, de période 27/a, la
courbe précédente se répéte alors de la forme suivante :

IP ]
Einy
Eg
et - =
3 L K o . P R
' a * ] @ a

FIGURE 8 — Energie E possible pour les électrons en fonction de k

La position du niveau de Fermi par rapport & la bande interdite dicte alors le comportement d’un matériau vis &
vis de la conduction électrique, pour cela, placons nous & basse température (T < TF) :

2

e Si l'énergie de Fermi Er se trouve au milieu d’une bande permise, les électrons dont ré
& Ep pourront étre accéléré par un champ électrique de telle sorte a avoir une énergie juste au dessus de Ep. Ce
changement d’énergie est possible car il existe des états libres disponibles. Le matériau est alors conducteur.

nergie est juste inférieure

Si par contre, le niveau de Fermi se trouve au niveau d’une bande interdite, et que la derniére bande occupée
est pleine, alors les électrons ne pourront pas étre accélérés par un champ électrique, car les niveaux d’énergie
supérieurs ne leurs sont pas accessibles. Le matériau est alors un isolant.

Enfin, si la largeur du gap est proche de 'énergie thermique kpT', une fraction des électrons peut étre excitée, via
I’agitation thermique, au dessus de la bande interdite et trouvent des états accessibles dans la bande supérieure
appelée bande de conduction. Plus la température est élevée, plus le matériau sera conducteur. Le matériau est

alors appelé un semi-conducteur.
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FIGURE 9 — Bande de conduction et niveau de Fermi dans le cas d’un conducteur et d’un isolant

3 Conclusion

A travers différents modéles et hypothéses, nous avons pu établir des explications microscopiques permettant
d’expliquer l'origine de différentes lois, notamment la loi d’Ohm, mais aussi I'existence de matériaux conducteurs,
isolants ainsi que semi-conducteurs. Nous avons vu que ces mécanismes nécessitaient de prendre en compte 4 la fois
la dynamique des électrons, mais également I'influence du réseau d’atomes constituant le solide. Toutefois, il serait
nécessaire de pousser plus loin I’étude faites dans cette legon pour expliquer les mécanismes régissant le comportement
de matériaux de type supraconducteur, ol la conductivité devient alors infinie, et que les modéles présentés ici ne

peuvent expliquer.
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